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 第 1 章では、放射の反作用に関連し、本論文の議論には欠くことができない考え方や問
題を取り上げ理論の概要を述べる。数値計算のために計算できない方程式をこれまでどの
ように扱ったかなども収録している。第 2章では本論文で登場する理論をすべて列挙する。
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程が“放射の反作用(radiation reaction または radiation damping)”と呼ばれるものであ
























動放射により 9 割のエネルギーをレーザー周期の 10 倍程度の時間で失ってしまう[5]。この
ときの制動放射による、電子運動の反動効果が“放射の反作用”と呼ばれるものである








Fig.1-2  荷電粒子からの放射と電子運動へのフィードバックとしての反作用 
 











の反作用と一致する。後に 1938 年に Dirac によって相対論化される運びとなる[7]が、Dirac
の思惑はレーザープラズマに身を置く我々はと違っていた。この論文が発表された当時は、
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ていた。それは run-away と呼ばれる解の暴走発散現象である。 
 














 で書くことにする。Lorentz 不変性を押し出すには(1.2.1)式を 
2 2
0 0
0 ex 2 2 2
dw m d w d w
m eF w w w w
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1． Lorentz 計量は  , , ,    の west coast metric を採用している。すなわち、Lorentz
計量
4 4:g   の成分を以下のように定める。 
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0














2．電磁気学関連のパラメータもあまり統一されていない。ここでは 4 次元電流を 
 ,j c  j  
と定義する。 , jは電荷密度と電流密度で、Maxwell 方程式を 
0F j
 




















































0m  電子の静止質量 
c  光の速さ 
e  電子の電荷量 
0c  電子の古典半径 
 
2 3
0 0 06e m c   

  Kronecker の  




β  光の速さで規格化された電子の速度 
 c v  
f  f を時間 tで微分 
 df dt  
dW dt  単位時間に電子が放射で失う 
 エネルギー(正の値で定義) 
  相対論因子 
 
21 1 β  
x  相対論における 4次元Minkowski 時空
 の座標    ,ct x  
w  4 次元速度 
 ( , )dx d c     v  
A g A   添え字の下付き変換計算 
  0 1 2 3, , ,A A A A     
A g A    添え字の上付き変換計算 
  0 1 2 3, , ,A A A A     
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a b   縮約計算(計量を使った和の省略記号) 
 
0 0 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b     
  電子の固有時間 
  4 次元の勾配 
  ,ctx
       
exF

 4 次元の外力 
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方程式を紹介し、この方程式が run-away を完全に回避することを理論的に証明する。 
 
 



























は電子の静止質量、cは光の速さで / cβ v としており、 0 は電子の電荷量を e としたと











   (2.1.2) 
である。相対論的因子 21/ 1   を用いて 4 次元の速度は ( , )w c
  v であり、 とい
うのは電子の固有時間で
1d dt   という関係がある。これらを利用すれば固有時間で 4
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v v  
である。これの Lorentz 内積による自乗を計算することで 
 









































1 dW m dw dw
g w











d m dw dw
m w eF w g w C
d c d d
 




     (2.1.4) 
exF
 は外部から印加された電磁場である。最後に / 0w dw d   を使い、C
を定めるこ
とで LAD 方程式 
2
0 0
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d d w m dw dw
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2.2 run-away 解 





d d w e dw dw
w F w g w
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     (2.2.1) 
このように書き換えれば左辺は、加速度 /dw d   についての 1 階の線形微分方程式であ
る。右辺に加速度の非線形項を含んでいるが、右辺全体で一固まりの関数であると思うこ
とにする。すると、解は以下のように書けるだろう。 
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w w e d F w g w e
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2.3 Landau-Lifshitz 方程式 
 LAD 方程式はオリジナルのままでは計算できないことを直前に解説した。とくに問題に
なるのは(2.1.5)式の右辺第 2 項の 2 階微分、これを Schott 項と呼ぶが、この項の存在が指
数解を生む。ここで考えだされたのが 0 を展開係数として摂動を取る方法である。すなわ
ち放射の反作用力は式の上では 0 の 1 次式である。放射の反作用力の加速度の部分に繰り
返し LAD 方程式自身の代入し 0 の摂動式を用意するわけである。このうち有効となるのは
0 は大変小さな値なので、最低の次数を持つ項であろう。そのように 0 の 1 次の項だけを
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ex laserF eF w
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    E v  (2.4.1) 
この式は次のように解釈されねばならない。電子の運動エネルギー変化 /dE dtは、レーザ
ーによって注入される仕事率から制動放射によるエネルギーロス /dW dt を勘定に入れ、
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   (2.5.2) 
を満たすような空間成分を導く。相対論的な記述を行う前に非相対論的な運動方程式
( 1β )で同等の問題を取り扱うことにする。 
 
2.5-1 非相対論的運動方程式 











    
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v E v v  (2.5-1.1) 
であり、以下のように変形する。放射の項を 
2 2
2 2 20 0
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v v v v v v v v
v
 (2.5-1.2) 
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v
E v v v
v
 (2.5-1.4) 
LAD 方程式を非相対論極限を取った方程式(Lorentz-Abraham 方程式) 






E v  (2.5-1.5) 
とは、右辺最後の項の有無の差があることが分かるが、運動エネルギーの増加を抑える効
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E v v v
v
 (2.5-1.6) 




































    (2.5-2.2) 
とできる。右辺を jw で括ることができれば反作用力の空間 3 成分を手に入れることができ
る。4 次元の速度は 
 ,w c   v  (2.5-2.3) 
と定義されており、計量の定義と合わせることで 
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  (2.5-2.5) 
ゆえに速度がすべての成分で任意と思うとき、反作用力の空間成分が 
 
2 0 2 0
0 0 0 0
reaction 0 0 22 2 20 2
j j
j j
dwd w m dw m w w d w
f m w
d c d d dw c

 




この反作用力は、 1β で確かに(2.5-1.4)式に収束する。反作用力が時間成分と 3 次元空
間成分と出そろったので 4 次元の時空で一纏めに書くと、 
 
2 0 2 2 0
0 0 0
reaction 0 0 0 0 22 2 20 2
d w m dw dw w w c d w
f m g w m
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を得る。ここに  は。Kronecker の ( 1, 0
 

















   (2.6.1) 
が手に入る。この式は 0w についての線形微分方程式であるので、解は 
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である。ここで、 / 0dW dt  は(2.1.2)式で定義されたエネルギーロスであることを強調し
ておく。LAD 方程式と違うことは指数の肩が負の値で収束する傾向にあることである。つ
まり、時間成分は少なくとも run-away とならないことがこれより理解される。では空間成
分はどうだろうか？たとえば空間成分の 1 つ 1w が無限の値を持ち、ほかの数値は有限な値
をとり安定であるとしよう。すると、通常の理論では 2g w w c   であることに対して 
       
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finite infinite finite finite
infinite finite
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 
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 LAD 方程式の run-away を克服した運動方程式(2.5-2.8)式が解析的に安定解を持つこと
を本章で確認した。この理論は(2.4.2)式、あるいは(2.4.3)式という受け入れやすい方程式を
基礎として導かれた方程式であり、エネルギーバランス式が明瞭である点で
Landau-Lifshitz による従来の回避方法より優れている。この方程式は 3 章で示すように超
高強度レーザ ・ー高エネルギー電子相互作用では Landau-Lifshitz 方程式の解とで一致する
傾向を持ち、4 章で示すように、4 章で示す結果より電子の相対論因子 10  という領域で
は Landau-Lifshitz 方程式を内包できる。また非相対論的レーザー・電子相互作用の場合に
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    
  
E y  (3.1.1) 
と y軸方向に電場が立っているとする。ゆえに磁場は z軸方向の成分を持つ。ここで、レー
ザーの波長は1μmでパルス幅 t をレーザー周期の 7 倍としている。また、レーザーのピー


































出せなくなるとも言える。このために Fig.3-4 のような対称な運動軌跡を描く。 
 以上を踏まえて、超相対論レーザーと高エネルギー電子の相互作用は明らかに放射の反
作用の有無でそのダイナミクスを変えることが分かった。これらの成果は J. Koga[3]の行っ
た Landau-Lifhitsz[4]の計算結果の傾向とよく一致する。この理由は Schott 項がほかの項
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となり、Landau-Lifshitz 方程式は 
0
0 ex ex ex2
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Fig.3-3  電子に働く x軸方向の力 
赤色の線が放射の反作用力で青色の点線がレーザーの電磁力を意味する。 
 







(a)  電子の運動軌跡 
 
 
(b)  運動軌跡の拡大図 






 カウンター配位の条件のうち電子のエネルギーを 1  として時間発展させた場合につ
いても考察する。この場合はほとんど同様な運動軌跡を得る。Fig.3-5 と Fig.3-6 に初期静
止電子の運動軌跡とエネルギー ( ) の時間発展を示す。電子軌跡 Fig.3-5 は原点に電子を置
き、左( x軸負方向)からレーザーを照射している。相対論における特徴的なレーザー電子相
互作用の結果である 8 の字運動を取ることがわかるが、 x軸と y軸の尺度が違うことに注
目すれば、8 の字運動はしているがほとんど直進していることがわかる。青色の放射の反作
用の効果を取り入れた計算と赤色の放射の反作用を考えていない運動が似ているのは、実





























力が発生する。1022W/cm2 のレーザーと 1GeV の電子の組み合わせの場合、計算結果から
反作用力の有無で大きく電子のダイナミクスが変化するので、放射の反作用の効果は無視
できない。このため超相対論レーザーを利用する場合はこの効果が大変重要である。
(2.5-2.8)式と Landau-Lifshitz 方程式、2 つの理論の一致傾向についても述べたが、さらに
詳しくは第 4章で述べるように電子のエネルギー( )の値でその度合いを調べることが可能
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第 4 章 非相対論的レーザー・電子相互作用 
 
 










 第 3 章でも示したように、超高強度レーザー・電子相互作用では (2.5-2.8)式と
Landau-Lifshitz 方程式[3]は一致する傾向を有することを数値計算と解析的に示した [1,2]。
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f g w
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式に相当する部分を抽出して並べたものが Fig.4-2 である。青い線が Landau-Lifshitz のモ
デルであり、赤い線が著者の提案した方程式の計算結果である。包絡線は一致しているよ
うに見えるがきれいに位相がずれている。レーザー周期の倍の周波数を持つので、このず
れは / 2 の位相ずれであることが読み取れる。外部で観測される制動放射によるエネルギ












Fig.4-2  静止電子での反作用力の比較 
 
Fig.4-1  理論比較用の計算 
電子はレーザーの進行方向とはカウンターに進行し 1,1.1, 2,10 






Fig.4-4  (4.1.2)式の関係 
電子は 1  の初期静止状態。 
黒い点線は Schott 項 0
0 exdF d 。 
 
Fig.4-3  (4.1.1)式の関係 



















するのは Schott 項(Landau-Lifshitz の計算結果内の黒色の点線)の存在による。実際にグラ
フをプロットすれば Fig.4-4 の通り、Schott 項が上に述べたふるまいをしていることが読み
取れる。今回提案された理論は放出された放射の位相をそのまま電子に与えるのに対して、





 電子の初期エネルギー を徐々に上げることで徐々に Schott 項がほかの項に比べて小さ
なものになっていく様子がわかる(Fig.4-5,7,9)。これは、第 3 章で述べた理論の一致を意味
し、レーザー強度に依存するのではなく電子エネルギーに依存し、 10  であれば(3.2.1)式
を利用できるを示している。LAD 方程式の run-away 問題は Schott 項によって引き起こさ
れている[1~]ことを述べたが、 10  では Schott 項は支配的ではないので、予め取りはらっ











Fig.4-6  (4.1.2)式の関係 
電子は 1.1  のエネルギーを初期に持っている。 
黒い点線は Schott 項 0
0 exdF d 。 
 
Fig.4-5  (4.1.1)式の関係 








Fig.4-8  (4.1.2)式の関係 
電子は 2  のエネルギーを初期に持っている。 
黒い点線は Schott 項 0
0 exdF d 。 
 
Fig.4-7  (4.1.1)式の関係 







Fig.4-9  (4.1.2)式の関係 
電子は 10  のエネルギーを初期に持っている。 
黒い点線は Schott 項 0
0 exdF d 。 
 
Fig.4-9  (4.1.1)式の関係 













れるように Schott 項が     2 00 0m c g dw d dw d w     などの項に比べどの程度のオー
ダーの数値であるかに左右される。これが第 3 章の(3.2.1)式と(3.2.2)式の方程式の一致傾向
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 まず 2 章で新たに提案した運動方程式の導出を行った。この方程式は LAD 方程式の時間
成分(エネルギーバランス方程式)から物理解釈が困難な Schott 項を取り除き、制動放射に
関連した電子と外部とのエネルギーのやりとりは   0 0m g dw d dw d     だけであるい
う仮定に立脚している(第 2.4 節)[2,3]。最終的な運動方程式は 
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であり(第 2.5 節)、run-away 不安定性を生み出す Schott 項の時間成分を取り外したので数
学的に安定な解を持つことを示すことに成功した(第 2.6 節)。 
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A1.1 Liénard-Wiechert ポテンシャル 
















      
 
   















      





     2 2 2 , ,t c x t t   A R x  (A1.1.3) 
を考える。これを Fourier 変換して解を導く。Fourier 変換・逆変換を 
       































で定義する。以後どんな時でも 1c k  で変数変換することができるものとしよう。注目
している波動方程式(2.1.3)式を Fourier 変換すれば、 
            2 2 2 2 2 2ˆ ˆˆ ˆ, , , ,i c k c            A x R x A x R x  
この方程式の計算の続きは Green 関数  xx ,G を持ってくる。 
     2 2 ,k G      x x x x  (A1.1.4) 




       2 2 3 2 2ˆ ˆ, , ,k d c G c        x R x x x R x  (A1.1.5) 
この式と元の式の Fourier 変換後の方程式から、 
     3 2ˆ ˆ, , ,d c G    A x x R x x x  (A1.1.6) 
でなければならないことが分かる。Green 関数の型が分かればなお計算がしやすい。仮定
として Green 関数は球対称な解をもつものとする。すなわち、 xを中心とし、系方向
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  (A1.1.8) 

























A x x  (A1.1.10) 
という解が厳密に得られる。これを Fourier 逆変換すれば波動方程式の解を得る。 






















































   
  
R x
x  (A1.1.11) 
数学の世界では一般にある集合 S上に点Pと Sの部分集合Qをとったとき、 
45 
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U P dx K P x

   
というタイプの関数  SCU を集合 S上のポテンシャルと呼ぶ。ここで関数 : S  は
測度(measure)であり、平たく言えば  dx が体積素を意味していると思えばよかろう。ま
た、被積分関数 :K S S  はポテンシャル核(kernel)と呼ばれる。ポテンシャル核は通
常 2 つの引数の間の距離を用いることが多い。先に求めた式をこの定義と比較すればAは
   
1
24 ,c r t r c

 R x を核とするベクトル型のポテンシャルである(成分 1 つを取り出せ
ば定義と一致できる)。もう少し集合論的な書き方をするならば、核は 
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これに対応する Liénard-Wiechert ポテンシャルは以下の通り。 
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A1.2 Liénard-Wiechert 場 
 電磁場の Liénard-Wiechert ポテンシャルは 
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 電場の定義に Liénard-Wiechert ポテンシャルを導入すれば、 
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であったことに留意する。   1R は xと  xt  の関数であるとみなせるので 
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することにする。以後の計算で非常に有用になる t  の導関数を導いておく。
  0t t R c t t c     x x なので 
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また、 tx  は 
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と計算できるため、 zy, 成分をふやして、 
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あとの問題は   1R の導関数であるが、これもまた磁場を計算するときに利用できるので
別個に丁寧に計算してみよう。 
 
   
 
   














t R t R
R R
R




















      
 
    
  
x x
β n β n β n β






   
 












































     
     
x x
n x n β
 
 

















    
 
   







































































































c c c ce
c R
      

   








   
       
   
  
 











β n β n n β
β n β n βn β n β
n β n β β




     













        
        
     
     
       
     
















         
        
     
     
       
      
  
β n β n β n β β n β n n
β n β n β n β n β
β n β n n β n
n β β n β β n
n β β n β n β β n













c R R   
   
  
β n βn n β β





     2
3 3 2






c c R R   
 
    
    
  
B x A




E  (A1.2.2) 









 前節で得られた電磁場は 2R と 1R で依存するフィールドに分離できる。前者は電子から
離れるほど、影響が弱まる。一方、残された 1R は遠距離でも相互作用可能で輻射に関わる
項である。理由は Poynting ベクトルPを考えればわかる。Poynting ベクトルは 
1
0
 P E B  (A1.3.1) 
と定義されている。上で求めた電磁場をこの式に代入すれば、 432 ,,  RRR に比例した項
を得る。運動している電子を中心に半径 Rの球面をとり、この球面を通過するエネルギー
を考える。そうすると、 43 ,  RR の項は R で0 となり 2R の項のみ無限遠方で値を持
つ。この 2R の項を構成できるのは電場、磁場共に 1R の項のみである。そのような理由で
1R を持つ場のことを放射場と呼ぶことにする。 
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 Poynting ベクトルというものは、単位時間単位断面積あたりのエネルギー(エネルギーフ
ロー)として認識されている。ゆえにある単位時間に微小立体角 d 方向へのエネルギーの
流れを放射強度と言うことにして ddI で書くことにする。  0t t t c   x x という
関係があったことを思い出すと、 t は湧き出し点での時間、 tは観測点(場の点)での時間で
あった。今述べた放射の定義では穴がある。それはdI というのは湧き出し点で測定された
エネルギーであるということでありPoyntingベクトルは観測点でのエネルギーフローであ
るということである。 td の間に湧き出し点からエネルギー放射され、  tR  0xx の半
径の球の微小立体角 d 方向に、この点においてdtの時間を費やして通過するものとする。
するとエネルギー保存から次式が成立するであろう。 
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計算を進めるために座標系を導入する。ある瞬間の速度を z軸方向にとり、加速度を速度の















ができるため、    zy   ,,0,,0,0  ββ と成分表示できる。方位を表す n は、
  cos,s ins in,s incosn で書く。これら具体的に用意した成分を利用して計算を行
ってみる。 
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Einstein の時空理論は Maxwell の電磁理論を出発点に理論展開することが正統である。






















 今、Minkowski 時空上の点を    0 1 2 3, , , ,x x x x x ct  r で書くことにする。cは光の速
さである。この時空上に2 つの事象 QP, をとるとき Minkowski 時空はアフィン空間に属
するので    QP xx   という差を定義することができる。この差はアフィン空間の定義で
述べたところの線形空間 L内の元と言える。そこで QP , の間隔を極限まで狭めて 
   
P Q Q
dx x x L  

    (A2.1.1) 





定義： Lorentz 計量とは :g L L  という写像であり、特に特殊相対性理論にお
いては定値行列表示で次のように表わされる。 
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0









この Lorentz 計量を用いて(微小)世界間隔dsを以下のように定義する。 
 2 2 2 2,ds g dx dx g dx dx c dt d     r  (A2.1.3) 
定義 1[3]： 集合 Aと 上の線形空間 Lおよび写像 ALA : が与えられ次の性質
を満たすとき A を L をモデルとするアフィン空間という。 LAp  u, で
  uu  pp , と書くとき 
（ⅰ）    vuvu  pp  
（ⅱ） pp  0 となる L0 が存在する。 
























    
 
r
r  (A2.1.4) 
 Minkowski 時空の構成はだいたい用意できたので運動の記述に移る。まずは 4 次元に拡
張された速度から定義する。4 次元速度 w は 
dx dt dx
w
d d dt 
   
 light ,c L  r  (A2.1.5) 
で定義する。重要なのは 4 次元速度は線形空間 L上のベクトルであることである。 Ldx を
固有時間d  で割っているだけなのでベクトルの線形性よりこのことは自明である。 
3における運動方程式  d m dt r Fを相対論的に書きなおしてみる。 3,2,1i として 
































  β  (A2.1.6) 
と置いており( cβ v )、 0m はいわゆる静止質量と呼ばれるものである。さらに 4 次元運動
量を 
0p m w
   (A2.1.7) 
ここに、上下に同じ添え字が付いている場合は 






 dxgdx   
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   
        
       
  
p r
F u r r
β β
 
であることから定まる。このため 4 次元力は 













A  (A2.2.1) 
で定義して次のようなテンソルを考察する。 
  LLAAF    
これを電磁場テンソルと呼ぶ。はテンソル積で  は Lの正規直交基底であり、演算と
して    0 1 2 3, , , ,ct       、また 
  g と定義して    0 1 2 3, , , ,ct       で
ある。これを駆使すれば電界は 
       0 0i i i it cA c A      E A  
 0 1,2,3icF i   (A2.2.2) 
であり、磁界は 
     i i i j kj k A   B A  (A2.2.3) 
61 
 
に i をかけて jkkjkj
i
i
   を適用すれば 





















































である。添え字  が行番号を、添え字 が列番号となるように並べている。この電磁場テ
ンソルの代数で最も重要な性質は 
F F    (A2.2.5) 
というように、添え字の順番を入れ替えると符号が正負逆転する性質である。このような
ルールを満たすテンソルを反対称テンソルと呼ぶ。 
これらを使って Lorentz 力を書き直すと 





















ただし、 3,2,1i であり 4,3,2,1 で和を取っていることには注意しなくてはいけない。














     
    
v






































    (A2.2.6) 
この式が、相対性理論における Lorentz 力である。(A2.1.5)式の速度を使って、 
. .E MK qF w
 
  
にさらに速度との Lorentz 内積を取ると、 
. . 0E Mw K

   （A2.2.7) 
が成立する。これは一般の外力でも成立する関係式で、(A2.1.9)式の力に内積を取っても 
. . 0E Mw K





 少し、一般化した議論をする。モデル空間 Lの双対空間 *L の基底 dx も駆使すれば、
この局所座標系で 2 つの計量 
* *g g dx dx L L      (A2.2.9) 
が定義できる。電磁場テンソルが今 
 *: : ,F L L dx F F            (A2.2.10) 
というような写像であるとみなし、同様に計量も 
 *: : ,g L L v v g v g v dx v dx            (A2.2.11) 
だと考え、さらに表記のために   ,vgv♭ と書くことにする。 
w w L     (A2.2.12) 
に対して 












での Lorentz 力であるとみなそう。さらにもう 1 ステップ進んだ、この Lorentz 力の表現


















     
     
E B j E
E B B
 (A2.3.2) 
という SI 単位系で書くことにする。難しいことは考えず、上 2 つの式をポテンシャルを用
いた書き方で書いてみよう。意味が通じると感じて略記号を使ってきたが微分記号のベク
トル化について述べておく。A2.1 節で述べたようなルールに従い、  ,ctx

       と
する。このことに連動して  ,ctg
 
      である。まずは電場についての Gauss
の法則から考える。 2 0 01c   に留意して、 










             E A
 
0 0 0 0 0
0
1,2,3 0,1,2,3
i i i i
i i
i i
A A A A j
 
                 (A2.3.3) 
最後の行の変形には 
0 0 0 0 0i iA A     
を組み込んでいる。続いて Amperé の法則も似たような処方を行う。第 i成分だけ取り出し
て考えると外積は  
, 1,2,3












































   
 
   








である。ここで、Levi-Civita の記号には次のような公式がある(ベクトル 3 重積を用いる)。 
1,2,3
ij k i j i j
k
k
         





, , , , , ,
1,2,3 1,2,3
1,2,3
ij k i j i j
k j j
j k j k
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            
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眺めると0, 1,2,3i  のところしか差がないことに気づく。ということは 





    (A2.3.7) 
を得る。この簡潔な方程式こそ Maxwell 方程式である。これは Maxwell 方程式の第 2 組と
いうように呼ばれ、型の違う磁場に関する Gauss の法則と Faraday の電磁誘導の法則を一
つにまとめた第 1 組が存在する。それは電磁場テンソルが満たすべき項等式、数学的には
Jacobi の項等式に相当するが、 
0F F F          (2.4.11) 
が物理的要請ではなく電磁場テンソルの定義から自動的に成立する。そういう意味で考え
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A3.1 Dirac 方程式 
 量子力学における主導原理 Schrödinger 方程式を相対論で取り扱うにはどのようにすれ










tE i i  p  (A3.1.2) 
の置き換え(演算子化)をしたのちに右から両辺に関数 をくっつけた 








     
 







p p m c
c

   p  (A3.1.4) 
に演算子化を施してはどうだろうか？本項では静止質量を m と書くことにする。
Schrödinger 方程式と同じ手順で導かれる 
   




m c m c
x x 
   
          
   
 (A3.1.5) 
は Klein-Gordon 方程式と呼ばれる。しかし、これは良く言われるように負の確率密度を持
つ[2]ことが導かれる。そこで Dirac はこの方程式を 1 階の連立微分方程式に分解することを
考えた。波動関数を 4 成分 1 組にした  1 2 3 4, , ,
t
     として以下を仮定する。 
 4 4 0i mc      (A3.1.6) 
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この方程式こそ Schrödinger 方程式を相対論化した波動方程式で、Dirac 方程式と呼ばれる
[1]。ここに 0,1,2,3 は Clifford 代数と呼ばれる 
4 42g           (A3.1.7) 
を満たす4 4 行列で、ゆえに波動関数も 4 成分存在する。Clifford 代数を示すためには
Dirac 方程式に 
4 4i mc 
   (A3.1.8) 
を左から作用させ、Klein-Gordon 方程式に一致することを条件とすればよい。この 行列















   
    




方程式にスピン 1,2,3i  の情報が既に含まれていると読むことができ、ゆえに Dirac 方程式
はスピンを持つ、特にスピン 1/2 をもつ電子の方程式とみなされる。電子に限らず Dirac
方程式を満たし得る物理実態を Dirac 粒子と呼ぶことにする。 
 
 
A3.2 Dirac 粒子の電磁相互作用 
 解析力学によると、電磁相互作用を受けた電子(質量m、電荷量 e )の正準運動量は 
0p m w eA




   2 2p eA p eA m c      (A3.2.2) 





ie ie m c
A A x   
   
        












i A mc   





j ec     (A3.2.6) 
で定義される。ただし、  † 0 01 2 3 4, , ,         である。分かりやすい言い方をすれ
ばこれは電流密度と等価であり、このような単一量子的電子からの電磁放射は Lorentz ゲ
ージ 0A  を付与した Maxwell 方程式 
0A e c
  















   0A x j x
  
     (A3.3.1) 
を解くことを考える。この方程式は次のようなプロセスを経て解を導ける[2-4]。まず Green
関数の定義を考える。 




この Green 関数の定義方程式を解くことで 4 次元 Minkowski 時空上の Green 関数は次の
ようにすればよいことが知られている。 




G x x x x






ここで、2 階の微分方程式であったので解が 2 種類手に入ったことに留意せねばならない。
(A3.3.2)式に  j x  を乗じて xについて積分することで、 
     
4
4
0 0,d x j x G x x j x
  
  
     
    (A3.3.4) 
を得る。(A3.3.1)式と(A3.3.4)式を見比べることで、4 次元ベクトルポテンシャルは 







































 radiation 0A x
 




Fig. A3-1 自己相互作用ダイアグラム 
実線が電子、波線がフォトンを意味し、古典的には電子の周り






   ret adv
radiation
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A x A x
A x
 























   
 
   
  








1.  電子の点で発散するような場ではない 
2.  遅延場だけでなく先進場も利用しているので時間逆転の話題を持ちこめる 
という利点がある。利点 1 は時間に関する Taylor 展開によって示される。Dirac 自身が特
に強調したのは利点 2 の時間逆行性である[5]。相対論的に Maxwell 方程式を書き続けてき
たが、これを考える上では時間と空間を別々に書いたほうが理解しやすい。(A3.3.6)式を通
常の電磁気学での書き方で表現すれば 
 2 2 radiation2
1
, 0t A t
c
    
 
x  (A3.3.9) 
である。この方程式は時間微分が 2 階微分であるので、 

























   






































のスタイルを取る。ここで、   k は電磁場の偏光を表現するベクトルで、    
† ,a a k k
は状態kのフォトンの生成・消滅を意味する Fock 空間上の演算子である。古典のイメージ
と演算子は 
     laser
ik x





 k k  (A3.3.12-a) 
     * †radiation
ik x
A x a e









       ret adv ret adv
ret
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A x A x A x A x
A x
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 laser laser laser laserF F A A A






laser reaction laser radiatonA A A A    (A3.4.2) 
で与えられるものだと仮定すれば、これにより導かれる電磁場は 
     
   
laser reaction laser reaction laser reaction
laser laser reaction reaction
laser reaction
F A A A A A A
A A A A
F F
      
       
 
      





  4 4laser reaction 0
ie
i g A A A mc     
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dk
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       






































x x  (A3.5.2) 
ただし、式をまとめるために 

















直し、放射場を計算することが可能となった。問題は Dirac 方程式の解の導き方である。 
 QED の計算でよくつかわれるものの中にプロパゲータ(伝搬関数)と呼ばれるものがある。
これは数学的には考えている微分演算子に対する Green 関数で、Dirac 粒子である電子の
場合 Green 関数を  ,S x x として 
     4 4 4 4,i mc S x x x x         (A3.5.4) 
で定義される。これは物理的には名の通り、相互作用のない電子が xから xまで移動する
ことを意味する。ここで    e A x x    を乗じて xで Minkowski 時空上で積分するこ
とで 
        
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4
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を得る。ところで、相互作用の無い Dirac 方程式の解を  free x とすれば 
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0 1 2, ,e e e をパラメータとした多項式のように見なせる。もちろん電子電荷の値は小さなもの
であるので高次になるほど無視できるであろう。これを繰り返し計算するスキームを考え
てみる。 
 相互作用なしの場合の波動関数プロファイルとして  free x を知っているとする。これは
相互作用なしの Dirac 方程式を解くことで手に入る。この相互作用なしの波動関数を差し
迫っての解と仮定し 
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x x  (A3.5.10) 
free free freej ec
      (A3.5.11) 
とする。これを使って補正された放射場を考える。電流密度を 
     1 1 1j ec
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x x  (A3.5.13) 
というように修正する。この新しい放射場を用いて 
       
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とすれば、    1 x  よりも精密な解となるであろう。理想的にはこの操作を繰り返せばよい。
以降のアルゴリズムを一般的に書けば、m回目の波動関数を知っているときには、まずは
電流密度を 
     m m mj ec
      (A3.5.15) 
で定義した時に、放射場が 
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x x  (A3.5.16) 
 
 




       








x x e d x S x x


















[1] P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. London A 117, 610 (1928). 
[2] 牟田泰三 『電磁力学』 現代物理学叢書 (岩波書店) 
[3] エリ・デ・ランダウ、イェ・エム・リフシッツ 場の古典論(原書第 6 版) 理論物理学
教程(恒藤敏彦、広重徹訳、東京図書株式会社、2005) 
[4] パノフスキー・フィリップス 新版 電磁気学 物理学叢書(林忠四郎、天野恒雄訳、
吉岡書店、2002) 
[5] P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. London A 167, 610 (1938). 














































・Keita SETO, Hideo NAGATOMO, Kunioki MIMA, “Theoretical Study of Ultra-Relativistic 
Laser Electron Interaction in the Strong Radiation Reaction Regime”, Plasma and Fusion 
Research Volume 6, 2404099 (2011). 
 
・Keita SETO, Hideo NAGATOMO, James KOGA, and Kunioki MIMA, "Equation of motion 
with radiation reaction in ultrarelativistic laser-electron interactions", Physics of 
Plasmas" 18, 123101 (2011). 
and also selected in Volume 11, Issue 1 of Virtual Journal of Ultrafast Science (January 
2012). 
 
・Keita SETO, Hideo NAGATOMO, James KOGA and Kunioki MIMA, "Theoretical Study of 
Ultra-Relativistic Laser Electron Interaction with Radiation Reaction by Quantum 





・Keita SETO, Hideo NAGATOMO, Kunioki MIMA “Theoretical Study of Ultra-Relativistic 
Laser Electron Interaction in the Strong Radiation Reaction Regime”, 20th International 
Toki Conference, P2-52, Toki, Japan (December, 2010). 
 
・K. Seto, H. Nagatomo, J. Koga, T. Taguchi, K. Mima, "Theoretical study of ultra-relativistic 
laser electron interaction with radiation reaction", Inertial Fusion Sciences and Applications 
(IFSA2011), P.Mo_90 Bordeaux, France (September, 2011). 
 
・Keita SETO, Hideo NAGATOMO, James KOGA and Kunioki MIMA, "Theoretical Study of 
Ultra-Relativistic Laser Electron Interaction with Radiation Reaction by Quantum 





・Keita SETO, Hideo NAGATOMO, Kunioki MIMA "Radiation Reaction in Ultra-relativistic 
Laser -Electron Interactions”, 39th European Physical Society Conference on Plasma 
Physics 16th International Congress on Plasma Physics, P4. 096, Stockholm, 






する理論研究』、日本物理学会 2010 年秋季大会、24aQA-7、大阪府立大学、2010 年 9 月 
 
・瀬戸慧大、長友英夫、三間圀興、『制動放射を考慮した超相対論レーザー電子相互作用に関す








の影響』、プラズマ・核融合学会第 27 回年会、01P71、北海道大学、2010 年 12 月 
 
・瀬戸慧大、甲賀ジェームス、長友英夫、三間圀興、『超相対論レーザーの元での放射の反作用




・瀬戸慧大、第 1 回若手優秀発表賞(プラズマ・核融合学会)、2010 年 12 月 
 
 
 
